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Prosty model wymiany ([1, Definition 1.4.2] lub [5])

n dóbr oraz m konsumentów, których preferencje są opisane ciągłymi,
silnie wklęsłymi i monotonicznymi (rosnącymi) funkcjami użyteczności:

U j : Rn
+ → R, j = 1, . . . ,m

każdy konsument j posiada początkowy zasób dóbr

aj = (aj1, . . . , a
j
n) > 0,

przy cenach towarów p = (p1, . . . , pn) > 0 konsument j dysponuje
majątkiem wartym paj := p1a

j
1 + . . . + pna

j
n i pragnie nabyć koszyk

dóbr o najwyższej użyteczności wśród koszyków, na które go stać:

maxU j(x)
px ¬ paj , x  0.

Koszyk najlepszy dla konsumenta j przy cenach p jest oznaczony jako
x j(p).
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Prosty model wymiany

Problem:
Czy istnieją ceny p, przy których konsumenci mogą zrealizować swoje pre-
ferencje?
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Funkcja popytu nadwyżkowego generowany przez prosty
model wymiany

podaż globalna:
a := a1 + . . .+ am

popyt globalny:
x(p) := x1(p) + . . .+ xm(p)

popyt nadwyżkowy:
z(p) := x(p)− a
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Własności funkcji popytu nadwyżkowego generowanej
przez prosty model wymiany [1, Theorem 1.4.4]
1 z : Rn

++ → Rn jest funkcją ciągłą
2 prawo Walrasa:

pz(p) = 0, p > 0

3 dodatnia jednorodność stopnia zero:

z(p) = z(kp), k > 0, p > 0

4 ograniczoność z dołu:

∃M ∈ R : zi (p)  M, p > 0, i = 1, . . . , n

5 warunek brzegowy:(
lim
q

pq = p oraz pi = 0
)
⇒ lim

q
||z(pq)|| = +∞
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Równowaga

Wobec dodatniej jednorodności stopnia zero ograniczymy rozważany zbiór
cen do otwartego sympleksu standardowego (cen)

S := {p ∈ Rn
++ : p1 + . . .+ pn = 1}

i będziemy rozważać jedynie obcięcie funkcji z do S (zachowując dotych-
czasowe oznaczenie z).

Ceny równowagi:
Niech z(p) funkcją popytu nadwyżkowego generowaną przez pewien prosty
model wymiany. Wektor cen p ∈ S jest nazywany wektorem cen równowagi,
gdy z(p) = 0.
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Równowaga

Wiadomo, że przy przyjętych założeniach ceny równowagi istnieją. Standar-
dowo dowody istnienia korzystają z tw. Brouwera o punkcie stałym. W ce-
lu wykazania istnienia/ wyznaczenia (przybliżonych) cen równowagi można
również skorzystać np. z algorytmu Scarfa [9] lub jednego z wielu innych
[12].
Podamy jednak inną metodę wyznaczenia (przybliżonych) cen równowagi.

Dla prostoty tej części prezentacji zakładamy, że mamy do czynienia z ryn-
kiem trzech dóbr oraz wzmacniamy warunek brzegowy do następującego:(

lim
q

pq = p oraz pi = 0
)
⇒ lim

q
zi (p

q) = +∞
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Standardowy sympleks dwuwymiarowy w R3
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Triangulacja Kuhna (grubość 16).
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Lemat kombinatoryczny [7]
Każdemu wierzchołkowi w z triangulacji sympleksu V o wierzchołkach
v1, v2, v3 przypiszmy jedną z liczb 0, 1, 2, 3 według następujących
reguł:
1 3 jest przypisana jedynie do v3
2 0 jest przypisane każdemu wierzchołkowi leżącemu na ścianie sympleksu

V przeciwległej do wierzchołka v3 (krawędź v1, v2)
3 pozostałym wierzchołkom triangulacji przypiszmy liczbę 1 lub 2 jakkol-
wiek, z zastrzeżeniem, że wierzchołkom leżącym na krawędzi v1, v3 nie
jest przypisana 2, a wierzchołkom na krawędzi v2, v3 - nie jest przypisana
1.

Istnieje dokładnie jeden ciąg sympleksów triangulacji o tej własności,
że
1 początkowy sympleks tego ciągu zawiera wierzchołek v3
2 końcowy sympleks ma punkt wspólny z podstawą v1, v2
3 każde dwa kolejne sympleksy współdzielą ścianę (krawędź) o wierzchoł-
kach z numerami 1, 2

4 nie ma powtórzeń sympleksów
5 suma mnogościowa sympleksów tego ciągu jest zbiorem spójnym.
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Lemat kombinatoryczny
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Lemat kombinatoryczny i ceny równowagi

Określmy funkcję z̃ : S → R2 następująco:

z̃(p) :=

(1− p3)z1(p) + p3z3(p)︸ ︷︷ ︸
z̃1(p)

, (1− p3)z2(p) + p3z3(p)︸ ︷︷ ︸
z̃2(p)

 .
Dla odpowiednio drobnej triangulacji Kuhna sympleksu standardowego:

I wierzchołkowi e3 przypisz 3
I wierzchołkom z podstawy e1, e2 przypisz 0
I dla pozostałych wierzchołków triangulacji:

v 7→ min{i ∈ {1, 2} : z̃i (v) ¬ 0}.

Uwaga! Dla prostoty prezentacji pewne szczegóły pominięto/zaniedbano,
jednak istota pozostaje niezmieniona.
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Lemat kombinatoryczny i ceny równowagi
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Lemat kombinatoryczny i ceny równowagi - obserwacje

1 wartości funkcji z̃ różnią się niewiele na ’małych trójkątach’ (symplek-
sach); podobnie jest dla funkcji z

2 w każdym sympleksie σ ze wskazanego ciągu jest taka para jego wierz-
chołków w , w ′, że w 7→ 1, w ′ 7→ 2, czyli

z̃1(w) ¬ 0 oraz z̃2(w ′) ¬ 0

3 we wskazanym ciągu sympleksów istnieje taki sympleks σ, że

z3(p) = 0 dla pewnego p ∈ σ

4 dla tego punktu p ∈ σ wartość z(p) jest ’o ε różna od 0’:
wektor p jest wektorem aproksymującym ceny równowagi
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Punkt stały
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Równowaga
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Równoważność tw. Brouwera i tw. o istnieniu równowagi

Twierdzenie Brouwera [2]

Załóżmy, że f : S → S jest funkcją ciągłą. Istnieje wtedy punkt stały funkcji
f : x = f (x) dla pewnego x ∈ S .

Twierdzenie Walrasa (wg [11]) [3, Principal Lemma]

Niech z : S → Rn będzie funkcją ciągłą, spełniającą prawo Walrasa. Wtedy
istnieje punkt równowagi funkcji z : z(p) ¬ 0 dla pewnego p ∈ S .

Twierdzenie Uzawy [11]

Twierdzenie Brouwera i twierdzenie Walrasa są równoważne.

Uwaga! W powyższych twierdzeniach dziedzinami funkcji jest domknięty
sympleks cen, podczas gdy w prostym modelu wymiany funkcja popytu nad-
wyżkowego jest określona na otwartym sympleksie cen.
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Tw. Brouwera i istnienie równowagi ekonomicznej

Funkcję z : S → Rn nazywamy funkcją popytu nadwyżkowego, gdy
1 jest ciągła
2 spełnia prawo Walrasa:

pz(p) = 0, p ∈ S

3 jest ograniczona z dołu:

∃M ∈ R : zi (p)  M, p ∈ S , i = 1, . . . , n

4 spełnia warunek brzegowy:(
lim
q

pq = p oraz pi = 0
)
⇒ lim

q
||z(pq)|| = +∞
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Tw. Brouwera i istnienie równowagi ekonomicznej

Można wykazać, że przytoczone wcześniej

Twierdzenie Walrasa (wg [11]) [3, Principal Lemma]

Niech z : S → Rn będzie funkcją ciągłą, spełniającą prawo Walrasa. Wtedy
istnieje punkt równowagi funkcji z : z(p) ¬ 0 dla pewnego p ∈ S .

jest równoważne następującemu (zob. np. [6, 10]):

Twierdzenie o istnieniu równowagi dla funkcji popytu nadwyżkowego
Niech z : S → Rn będzie funkcją popytu nadwyżkowego. Istnieją wtedy
ceny równowagi:

z(p) = 0 dla pewnego p ∈ S .
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Tw. Brouwera i istnienie równowagi ekonomicznej

Twierdzenie Mas-Colella [8]

Dla każdej funkcji popytu nadwyżkowego z istnieje taki prosty model wymia-
ny M (tj. układ funkcji użyteczności o odp. własnościach i układ wyposaże-
nia początkowego), że zbiór cen równowagi funkcji z (tj.{p ∈ S : z(p) = 0})
jest równy zbiorowi cen równowagi funkcji popytu nadwyżkowego generowa-
nej przez model M.

Z powyższego twierdzenia wynika

Twierdzenie
Tw. Brouwera jest równoważne twierdzeniu o istnieniu cen równowagi w
prostym modelu wymiany.
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Zastosowanie naiwne

Pytanie:
Czy wzrost zasobów jakiejś grupy społeczeństwa (bez rozwiązań ’siłowych’,
tj. pozostała część społeczeństwa posiada niezmienione zasoby dóbr) pro-
wadzi do wzrostu satysfakcji całego społeczeństwa?
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Zastosowanie naiwne

Ceny równowagi Charakterystyki 
konsumentów  

Zasoby konsumentów Popyt Użyteczność 

Konsument I Konsument II Konsument I Konsument II Konsument 

dobro 1 dobro 2 alpha_1 beta_1 dobro 1 dobro 2 dobro 1 dobro 2 dobro 1 dobro 2 dobro 1 dobro 2 I II 

1.00 3.00 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.00 1.60 0.80 0.40 1.20 1.06 1.08 

1.00 2.94 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.10 1.58 0.80 0.42 1.30 1.05 1.16 

1.00 2.88 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.20 1.55 0.81 0.45 1.39 1.05 1.24 

1.00 2.83 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.30 1.53 0.81 0.47 1.49 1.05 1.33 

1.00 2.78 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.40 1.51 0.82 0.49 1.58 1.04 1.41 

1.00 2.73 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.50 1.49 0.82 0.51 1.68 1.04 1.49 

1.00 2.68 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.60 1.47 0.82 0.53 1.78 1.04 1.57 

1.00 2.63 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.70 1.45 0.83 0.55 1.87 1.04 1.66 

1.00 2.59 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.80 1.43 0.83 0.57 1.97 1.03 1.74 

1.00 2.54 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.90 1.42 0.84 0.58 2.06 1.03 1.82 

1.00 2.50 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.00 1.40 0.84 0.60 2.16 1.03 1.90 

1.00 2.46 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.10 1.38 0.84 0.62 2.26 1.03 1.98 

1.00 2.42 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.20 1.37 0.85 0.63 2.35 1.03 2.06 

1.00 2.38 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.30 1.35 0.85 0.65 2.45 1.02 2.14 

1.00 2.34 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.40 1.34 0.86 0.66 2.54 1.02 2.22 

1.00 2.31 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.50 1.32 0.86 0.68 2.64 1.02 2.30 

1.00 2.27 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.60 1.31 0.86 0.69 2.74 1.02 2.38 

1.00 2.24 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.70 1.30 0.87 0.70 2.83 1.02 2.46 

1.00 2.21 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.80 1.28 0.87 0.72 2.93 1.02 2.54 

1.00 2.17 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.90 1.27 0.88 0.73 3.02 1.02 2.62 
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Zastosowanie naiwne

Ceny równowagi Charakterystyki 
konsumentów  

Zasoby konsumentów Popyt Użyteczność 

Konsument I Konsument II Konsument I Konsument II Konsument 

dobro 1 dobro 2 alpha_1 beta_1 dobro 1 dobro 2 dobro 1 dobro 2 dobro 1 dobro 2 dobro 1 dobro 2 I II 

1.00 0.54 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.00 0.62 1.71 1.38 0.29 1.14 1.18 

1.00 0.50 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.10 0.60 1.79 1.40 0.31 1.16 1.20 

1.00 0.47 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.20 0.59 1.87 1.41 0.33 1.18 1.22 

1.00 0.45 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.30 0.58 1.95 1.42 0.35 1.20 1.24 

1.00 0.42 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.40 0.57 2.02 1.43 0.38 1.22 1.25 

1.00 0.40 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.50 0.56 2.10 1.44 0.40 1.24 1.27 

1.00 0.38 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.60 0.55 2.18 1.45 0.42 1.26 1.28 

1.00 0.36 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.70 0.55 2.25 1.45 0.45 1.28 1.29 

1.00 0.35 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.80 0.54 2.33 1.46 0.47 1.30 1.30 

1.00 0.33 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.90 0.53 2.41 1.47 0.49 1.32 1.32 

1.00 0.32 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.00 0.53 2.49 1.47 0.51 1.34 1.33 

1.00 0.31 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.10 0.52 2.56 1.48 0.54 1.36 1.34 

1.00 0.29 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.20 0.52 2.64 1.48 0.56 1.38 1.34 

1.00 0.28 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.30 0.51 2.72 1.49 0.58 1.40 1.35 

1.00 0.27 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.40 0.51 2.79 1.49 0.61 1.41 1.36 

1.00 0.26 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.50 0.51 2.87 1.49 0.63 1.43 1.37 

1.00 0.26 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.60 0.50 2.95 1.50 0.65 1.45 1.38 

1.00 0.25 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.70 0.50 3.03 1.50 0.67 1.47 1.39 

1.00 0.24 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.80 0.50 3.10 1.50 0.70 1.49 1.39 

1.00 0.23 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.90 0.49 3.18 1.51 0.72 1.51 1.40 
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Rozdział wolnych mocy między chmurami [4]

 

Źródło: [4] 

Rysunek: Źródło: [4]
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Rozdział wolnych mocy między chmurami [4]

 

Źródło: [4] 
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