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Prosty model wymiany ([1, Definition 1.4.2] lub [5])

@ n débr oraz m konsumentéw, ktérych preferencje sa opisane ciggtymi,
silnie wklestymi i monotonicznymi (rosnacymi) funkcjami uzytecznosci:

U R} — R, j=1,....m

@ kazdy konsument j posiada poczatkowy zaséb débr

d=(a,. ..,ad)>0,

@ przy cenach towaréw p = (p1,...,pn) > 0 konsument j dysponuje
majatkiem wartym pa’ := p13] + ... + pnah i pragnie naby¢é koszyk
débr o najwyzszej uzytecznosdci wsréd koszykdéw, na ktére go staé:

max U/(x)
px < pad, x>0.

Koszyk najlepszy dla konsumenta j przy cenach p jest oznaczony jako
X (p).
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Prosty model wymiany

Problem:

Czy istnieja ceny p, przy ktérych konsumenci moga zrealizowaé swoje pre-
ferencje?
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Funkcja popytu nadwyzkowego generowany przez prosty

model wymiany

@ podaz globalna:

@ popyt globalny:
x(p) = x*(p) + ...+ x"(p)
@ popyt nadwyzkowy:
z(p) :==x(p) — a
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Witasnosci funkcji popytu nadwyzkowego generowanej
przez prosty model wymiany [1, Theorem 1.4.4]

Q z:R7, — R" jest funkcja ciagta
@ prawo Walrasa:
pz(p) =0, p>0

© dodatnia jednorodnos$¢ stopnia zero:
z(p) = z(kp), k>0,p>0
@ ograniczono$¢ z dotu:
IMeR: z(p)>M,p>0,i=1,...,n

© warunek brzegowy:

<Iicr]’n p? = p oraz p; = O) = Ii(r’n l|z(p?)|| = +o0
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Réwnowaga

Wobec dodatniej jednorodnosci stopnia zero ograniczymy rozwazany zbidr
cen do otwartego sympleksu standardowego (cen)

S={peRl, :pp+...+py=1}

i bedziemy rozwazaé jedynie obciecie funkcji z do S (zachowujac dotych-
czasowe oznaczenie z).
Ceny réwnowagi:

Niech z(p) funkcja popytu nadwyzkowego generowana przez pewien prosty
model wymiany. Wektor cen p € S jest nazywany wektorem cen réwnowagi,
gdy z(p) = 0.
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Réwnowaga

Wiadomo, ze przy przyjetych zatozeniach ceny réwnowagi istnieja. Standar-
dowo dowody istnienia korzystajg z tw. Brouwera o punkcie statym. W ce-
lu wykazania istnienia/ wyznaczenia (przyblizonych) cen réwnowagi mozna
réwniez skorzystaé np. z algorytmu Scarfa [9] lub jednego z wielu innych
[12].

Podamy jednak inng metode wyznaczenia (przyblizonych) cen réwnowagi.

Dla prostoty tej czesci prezentacji zaktadamy, ze mamy do czynienia z ryn-

kiem trzech débr oraz wzmacniamy warunek brzegowy do nastepujacego:

(li‘r?n p? = p oraz p; = 0) = lim zi(p9) = +oo
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Standardowy sympleks dwuwymiarowy w R3

X3 A
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Triangulacja Kuhna (grubosé¢ %)

3
Vv
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Lemat kombinatoryczny [7]

o Kazdemu wierzchotkowi w z triangulacji sympleksu V' o wierzchotkach
vl v2, v3 przypiszmy jedng z liczb 0, 1, 2, 3 wedtug nastepujacych
regut:
@ 3 jest przypisana jedynie do v3
@ O jest przypisane kazdemu wierzchotkowi lezacemu na $cianie sympleksu
V przeciwlegtej do wierzchotka v3 (krawedz v!, v?)
© pozostatym wierzchotkom triangulacji przypiszmy liczbe 1 lub 2 jakkol-
wiek, z zastrzezeniem, ze wierzchotkom lezagcym na krawedzi v v3 nie

jest przypisana 2, a wierzchotkom na krawedzi v2, v3 - nie jest przypisana
1.
@ Istnieje doktadnie jeden ciag symplekséw triangulacji o tej wtasnosci,

ze

@ poczatkowy sympleks tego ciagu zawiera wierzchotek v3

@ koricowy sympleks ma punkt wspélny z podstawa v?, v2

© kazde dwa kolejne sympleksy wspétdzielg Sciane (krawedz) o wierzchot-
kach z numerami 1, 2

© nie ma powtdrzen symplekséw

© suma mnogosciowa symplekséw tego ciggu jest zbiorem spdjnym.
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Lemat kombinatoryczny Y
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Lemat kombinatoryczny i ceny réwnowagi

o Okredlmy funkcje Z : S — R? nastepujaco:

z(p) == | (1 = p3)z1(p) + p3z3(P), (1 — p3)z(p) + p3z3(P)

71(p) 2(p)

@ Dla odpowiednio drobnej triangulacji Kuhna sympleksu standardowego:

» wierzchotkowi e3 przypisz 3
» wierzchotkom z podstawy e!, e? przypisz 0
» dla pozostatych wierzchotkéw triangulacji:

v = min{i € {1, 2} : Z;(v) < 0}.

Uwaga! Dla prostoty prezentacji pewne szczegbty pominieto/zaniedbano,
jednak istota pozostaje niezmieniona.
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Lemat kombinatoryczny i ceny réwnowagi

z3(p)<0

VAVAY, N
INONGEN
AVAVY VAVAN

z5(p)>0

2 1

e ~ ~
71(p)>0 Z,(p)>0

— przy ustalonym ps _—
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Lemat kombinatoryczny i ceny réwnowagi - obserwacje

© wartosci funkgji z réznig sie niewiele na 'matych tréjkatach’ (symplek-
sach); podobnie jest dla funkgji z

@ w kazdym sympleksie o ze wskazanego ciagu jest taka para jego wierz-
chotkéw w, w/, ze w — 1, w' — 2, czyli

z1(w) < 0 oraz z(w') <0
© we wskazanym ciggu symplekséw istnieje taki sympleks &, ze
z3(p) = 0 dla pewnego p € &

© dla tego punktu p € 7 warto$¢ z(p) jest ‘o & rézna od 0':

wektor p jest wektorem aproksymujacym ceny réwnowagi
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Punkt staty

0 1 X
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Réwnowaga

p1 z1(p)+ P2 22(p)=0

.~.n.’.p 1+ p2 = 1

‘l‘\lZ(b)
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Réwnowaznos$¢ tw. Brouwera i tw. o istnieniu réwnowagi

Twierdzenie Brouwera [2]

Zatézmy, ze f : S — S jest funkcja ciagta. Istnieje wtedy punkt staty funkgji
f: x = f(x) dla pewnego x € S.

v

Twierdzenie Walrasa (wg [11]) [3, Principal Lemma]

Niech z : S — R" bedzie funkcja ciagta, spetniajaca prawo Walrasa. Wtedy
istnieje punkt réwnowagi funkgji z: z(p) < 0 dla pewnego p € S.

v

Twierdzenie Uzawy [11]

Twierdzenie Brouwera i twierdzenie Walrasa s3 réwnowazne.

v

Uwaga! W powyzszych twierdzeniach dziedzinami funkcji jest domkniety
sympleks cen, podczas gdy w prostym modelu wymiany funkcja popytu nad-
wyzkowego jest okreslona na otwartym sympleksie cen.
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Tw. Brouwera i istnienie rbwnowagi ekonomiczne]

Funkcje z : S — R" nazywamy funkcja popytu nadwyzkowego, gdy
© jest ciagta
@ spetnia prawo Walrasa:

pz(p) =0, p€S
© jest ograniczona z dotu:
IMeR: z(p)>M,peS,i=1,...,n

@ spetnia warunek brzegowy:

(1m p* = p oraz pi = 0) = lim (57| = +oc
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Tw. Brouwera i istnienie rbwnowagi ekonomiczne]

Mozna wykazaé, ze przytoczone wczesniej

Twierdzenie Walrasa (wg [11]) [3, Principal Lemma]

Niech z : S — R” bedzie funkcja ciagta, spetniajaca prawo Walrasa. Wtedy
istnieje punkt réwnowagi funkgji z: z(p) < 0 dla pewnego p € S.

jest réwnowazne nastepujacemu (zob. np. [6, 10]):

Twierdzenie o istnieniu rownowagi dla funkcji popytu nadwyzkowego
Niech z : S — R" bedzie funkcja popytu nadwyzkowego. Istnieja wtedy
ceny réwnowagi:

z(p) = 0 dla pewnego p € S.
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Tw. Brouwera i istnienie rbwnowagi ekonomiczne]

Twierdzenie Mas-Colella [8]

Dla kazdej funkcji popytu nadwyzkowego z istnieje taki prosty model wymia-
ny M (tj. uktad funkcji uzytecznosci o odp. wiasnosciach i uktad wyposaze-
nia poczatkowego), ze zbidr cen réwnowagi funkcji z (tj.{p € S : z(p) = 0})
jest rowny zbiorowi cen réwnowagi funkgcji popytu nadwyzkowego generowa-
nej przez model M.

Z powyzszego twierdzenia wynika

Twierdzenie

Tw. Brouwera jest réwnowazne twierdzeniu o istnieniu cen réwnowagi w
prostym modelu wymiany.
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/astosowanie naiwne

Pytanie:

Czy wzrost zasobdw jakiej$ grupy spoteczenstwa (bez rozwiazan 'sitowych’,
tj. pozostata cze$¢ spoteczefistwa posiada niezmienione zasoby débr) pro-
wadzi do wzrostu satysfakcji catego spoteczenstwa?
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/astosowanie naiwne

5 i | Charakterystyki Zasoby Popyt Uzyt
Ceny réwnowagi rystyl — \ s Sl — 1 — m P
dobro 1 | dobro 2 | alpha_1 | beta_1 | dobro1 | dobro 2 | dobro 1 | dobro 2 | dobro1 | dobro 2 | dobro1 dobro 2 | 1]
1.00 3.00 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.00 1.60 0.80 0.40 1.20 1.06 1.08
1.00 2,94 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.10 1.58 0.80 0.42 1.30 1.05 1.16
1.00 2.88 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.20 1.55 0.81 0.45 1.39 1.05 1.24
1.00 2.83 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.30 1.53 0.81 0.47 1.49 1.05 1.33
1.00 2.78 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.40 1.51 0.82 0.49 1.58 1.04 1.41
1.00 2.73 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.50 1.49 0.82 0.51 1.68 1.04 1.49
1.00 2.68 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.60 1.47 0.82 0.53 1.78 1.04 1.57
1.00 2.63 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.70 1.45 0.83 0.55 1.87 1.04 1.66
1.00 2.59 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.80 1.43 0.83 0.57 1.97 1.03 1.74
1.00 2.54 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 1.90 1.42 0.84 0.58 2.06 1.03 1.82
1.00 2.50 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.00 1.40 0.84 0.60 2.16 1.03 1.90
1.00 2.46 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.10 1.38 0.84 0.62 2.26 1.03 1.98
1.00 242 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.20 1.37 0.85 0.63 235 1.03 2.06
1.00 2.38 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.30 1.35 0.85 0.65 245 1.02 214
1.00 2.34 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 240 1.34 0.86 0.66 2.54 1.02 2.22
1.00 2.31 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.50 1.32 0.86 0.68 2.64 1.02 2.30
1.00 227 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.60 1.31 0.86 0.69 2,74 1.02 2.38
1.00 2.24 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.70 1.30 0.87 0.70 2.83 1.02 2.46
1.00 221 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.80 1.28 0.87 0.72 2,93 1.02 2.54
1.00 217 0.40 0.10 1.00 1.00 1.00 2.90 1.27 0.88 0.73 3.02 1.02 2.62
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/astosowanie naiwne

5 i | Charakterystyki Zasoby konst Popyt Uzy
Ceny réwnowagi rysty - | u T Kor | - T -
dobro 1 | dobro 2 | alpha_1 | beta_1 | dobro 1 | dobro 2 | dobro 1 | dobro 2 | dobro1 | dobro 2 | dobro 1 | dobro 2 I 1]
1.00 0.54 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.00 0.62 1.7 1.38 0.29 1.14 1.18
1.00 0.50 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.10 0.60 1.79 1.40 0.31 1.16 1.20
1.00 0.47 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.20 0.59 1.87 1.41 0.33 1.18 1.22
1.00 0.45 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.30 0.58 1.95 1.42 0.35 1.20 1.24
1.00 0.42 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.40 0.57 2.02 1.43 0.38 1.22 1.25
1.00 0.40 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.50 0.56 210 1.44 0.40 1.24 1.27
1.00 0.38 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.60 0.55 218 1.45 0.42 1.26 1.28
1.00 0.36 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.70 0.55 225 1.45 0.45 1.28 1.29
1.00 0.35 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.80 0.54 233 1.46 0.47 1.30 1.30
1.00 0.33 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.90 0.53 24 1.47 0.49 1.32 1.32
1.00 0.32 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.00 0.53 249 1.47 0.51 1.34 1.33
1.00 0.31 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.10 0.52 2.56 1.48 0.54 1.36 1.34
1.00 0.29 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.20 0.52 2.64 1.48 0.56 1.38 1.34
1.00 0.28 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.30 0.51 2.72 1.49 0.58 1.40 1.35
1.00 0.27 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.40 0.51 2.79 1.49 0.61 1.41 1.36
1.00 0.26 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.50 0.51 2.87 1.49 0.63 1.43 1.37
1.00 0.26 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.60 0.50 2.95 1.50 0.65 1.45 1.38
1.00 0.25 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.70 0.50 3.03 1.50 0.67 1.47 1.39
1.00 0.24 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.80 0.50 3.10 1.50 0.70 1.49 1.39
1.00 0.23 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 2.90 0.49 3.18 1.51 0.72 1.51 1.40
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Rozdziat wolnych mocy miedzy chmurami [4]
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Rozdziat wolnych mocy miedzy chmurami [4]
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